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Resumo

A tese de mestrado versa sobre o artigo A family of triply periodic Costa surfaces,
que apresenta uma demonstragao completa de unicidade e convergéncia para uma familia
continua a um parametro de Superficies Minimas Triplamente Periddicas. No artigo, a
demonstracao é norteada por simulacoes numéricas em MatLab, que motivam as provas
tedricas. Entretanto, o presente trabalho nao contemplara esta parte numérica, por dar
prioridade aos argumentos Geométricos do artigo.

De fato, a Geometria é uma importante ferramenta para outras areas, mesmo da
propria Matematica, nao apenas por facilitar demonstragoes, mas também por torna-las
acessiveis. Dentre as sub-areas da Matematica, obviamente a mais visual é a Geome-
tria, que mesmo equipada com técnicas como Variaveis Complexas, Diferenciabilidade,
Homologia, etc., nao perde sua concretividade: curvas, superficies, rotagao, etc.

O trabalho [RamosBatista2] ¢ inovador, pois apresenta as primeiras superficies mini-
mas triplamente periddicas cuja construcao explicita nao pode ser realizada pelo Método
de Conjugacao de Plateau. Além da unicidade e convergéncia mencionadas acima, traz
uma descricio explicita dos membros-limite. E raro encontrar um estudo tdo completo
como neste artigo.

A familia de superficies é obtida pelo método de construcao reversa introduzido por
Karcher em 1989. Tal método consiste dos seguintes passos: 1) esboco da superficie; 2)
compactificagao; 3) hipoteses de simetria; 4) equacao algébrica; 5) obtengao dos dados de
Weierstral; 6) verificagao de involugoes e hipoteses de simetria; 7) analise de periodos; e
8) mergulho. As ferramentas tedricas deste método sdo apresentadas no Capitulo 2 da
presente Tese de Mestrado.



Abstract

This present work deals with the article A family of triply periodic Costa surfaces,
which brings a complete demonstration for including uniqueness and convergence of a
continuous one-parameter family of Triply Periodic Minimal Surfaces. In the paper, the
theoretical proofs are motivated by numerical evidences obtained through the software
MatLab. However, this present work will not include the numerics, because we give
preference to the geometric arguments of the paper.

Indeed, Geometry is an important tool for other research areas, even inside Mathe-
matics itself, not just for easing demonstrations a lot, but also because it makes them
accessible. Among the sub-areas in Mathematics, obviously the most visually appealing
15 the Geometry. Even equipped with techniques like Complex Variables, Differentiability
and Homology, it never loses its concreteness: curves, surfaces, rotations, etc.

The paper [RamosBatista2] is innovative because presents the first triply periodic
minimal surfaces of which the explicit construction cannot be accomplished by Plateau’s
Conjugate Method. Besides uniqueness and convergence mentioned above, it brings an
explicit description of the limit-members. Such a complete study is rare to find.

The family of surfaces is obtained via the reverse construction method introduced by
Karcher in 1989. This method consists of the following steps: 1) drafting the sought-
after surface; 2) compactification; 3) symmetry hypotheses; 4) algebraic equation; 5)
Weierstrafs data; 6) checking involutions from symmetry hypotheses; 7) period analysis;
8) embeddedness. The main theoretical tools for this method are presented in Chapter 2
of this Master Thesis.
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Capitulo 1

Introducao

Este trabalho baseia-se no estudo do artigo “A family of triply periodic Costa surfaces”,
que apresenta uma demonstracao completa da unicidade e convergéncia para uma familia
continua a l-parametro de Superficies Minimas Triplamente Periodicas. A demonstracao
¢ norteada por simulacoes numéricas em MatLab, que motivam as provas teodricas.

O artigo supracitado é inovador, pois apresenta as primeiras superficies minimas tri-
plamente periodicas cuja construcao explicita nao pode ser realizada pelo Método de
Conjugacao de Plateau. Além disso, elas formam uma tnica familia, continua a um-
parametro, cujos membros-limite descrevem-se explicitamente. Um trabalho completo
como este é raro de se encontrar. Nele, dentre as ferramentas principais, utilizam-se
teoria basica de Geometria Diferencial, Variaveis Complexas e Superficies Minimas. A
solugao dos periodos segue uma demonstracao teorica norteada por evidéncias numeéricas,

sendo estas a motivacao para chegar a um formalismo bem sucedido.

Dada uma superficie regular S em R3, descrita somente por sua topologia e simetrias,
pretende-se descobrir se ela pode ser minima. A resposta a esta pergunta pode ter varias
implicagoes na Teoria de Superficies Minimas. Por exemplo, em [Schoen| prova-se que,
salvo o catenoide, nao existe S completa, com curvatura total finita e dois fins mergulha-
dos.

Em 1989, H. Karcher desenvolveu um poderoso método que permite reduzir a questao
a um simples sistema de equagoes, chamado construcao reversa. As equacoes representam
os “problemas de periodo”, e envolvem integrais trancendentes que relacionam parametros
livres. Neste passo, o calculo numérico pode indicar uma escolha dos parametros que
resolva as equacoes, e isso motiva a demonstracao de existéncia da superficie.



Capitulo 2

Preliminares

2.1 Variedades Diferenciaveis, Vetores, Plano Tangente
e Métrica Riemanniana

Definicao 1.1. Uma variedade diferenciavel de dimensao 2, ou uma uma 2-variedade C*°,
é um espacgo topologico M de Hausdorff com base enumerével, munido de uma familia
S"(M) de homeomorfismos ; : U; — V;, U; aberto de M, V; aberto R?, tal que:

(1) Uz Ui = M;

(2) Yi,j com UyU; =W #De g0 4,0;1 é de classe C*> em W,

(3) Dado um homeomorfismo ¢ : U — V', onde U é subconjunto aberto de M, V' é
aberto em R? e {(p,U)} U > (M) satisfazendo (2), tem-se (o,U) € >.(M). Ou seja,
> (M) é maximal.

Os elementos de Y (M) sao chamados cartas da variedade ou sistema de coordenadas.

Observacdo: As aplicagdes inversas ;' : V; — U; também serdo chamadas cartas
da variedade.

Definicao 1.2. Sejam M e N 2-variedades C'*°. Uma funcao f : M — N é dita di-
ferenciavel em M se ¢po fop~t é de classe C™, para toda carta (¢, U) de M e toda carta
(p, V) de N, tais que f(U) C V. Uma funcdo f: M — R tal que fop ! € C™, para
toda carta (¢,U) de M é também dita diferenciavel, e o conjunto de todas as fungoes
diferenciéveis neste sentido é representado por F(M). Mais adiante introduziremos o
conceito de superficie de Riemann, e neste caso o termo funcao diferencidvel, serd usado
em um sentido mais particular.

Definicao 1.3. Se M é uma 2-variedade C* e v, : F(M) — R & tal que v,jaf + bg| =

avy[f] + bvy[g] e vp[f - 9] = g(P)vp[f] + f(p)vy[g], para quaisquer a,b € Ree f,g € F(M),
diremos que v, é um vetor tangente a M em p.



Exemplo: Se M ¢ uma 2-variedade C® e (z = (z,y),U) € >.(M) e 27! = (u,v),
com u,v parametros em R?, defina

of| _o(foz"1)
% p_ au (Z(p))v
of| _o(foz"1)
8_y p_ a,U (’Z(p))v

Vf e F(M). Entao %\p e %\p sao vetores tangentes a M em p.

Proposicao 1.4. Seja M uma 2-variedade C* e (z = (z,y),U) uma carta local em
p € M. O conjunto de todos os vetores tangentes a M em p € um espaco vetorial de
dimensao 2, gerado por g—ﬂp e 2_5’17' Este espacgo independe da carta (z = (z,y),U) e
iremos indicd-lo por T, M.

Prova: |Gray]| - p 512.
Definicao 1.5. O espago 7,,M acima descrito é o plano tangente a M em p.

Definicao 1.6. Sejam M e N 2-variedades C*,p € M ev, € T,M. Se f : M — N é dife-
renciavel, a aplicacao (df), : T,M — Tjqy N, dada por (df),(vp)]g] = vplgo f] Vg € F(M)
é dita a diferencial de f em p.

Definicao 1.7. Uma curva C! por partes ¢ uma aplicacao v : I — M, I intervalo aberto,
semi-aberto ou fechado de R, em que z oy é C' por partes, qualquer que seja (z,U) €

>°(M) para a qual a composi¢io faz sentido. Dizemos que v'(to)[f] = 2|  (f o (1)),
t=to

to € I, para toda f € F(M), é o vetor tangente a 7y em t.
Observagao: Se y(ty) = p, entao v (ty) € T,M.
Definig¢ao 1.8. O trago de v é o conjunto {~} = v(I).

Definigao 1.9. Seja M uma 2-variedade C*°. Para cada o = (2,U) € > (M) consi-
dere uma matriz simétrica e positiva definida 2 x 2, G, = (¢;5), g;; € F(M). Suponhamos
que para quaisquer «, 5 em Y (M), a = (z,U), 8 = (w, V), com UNV # (), tenhamos o
seguinte: se J ¢ a matriz jacobiana de zow™!, entdo G, = J'- G4+ J. Neste caso, dizemos
que a familia de matrizes G, é uma métrica Riemanniana em M (notacdo: ds* ou (,)).
SepeUe(a=(z,y),U) € > (M), definimos o produto interno em T,M a partir dos



produtos

(50 0) = 900, () 5o 0) = 9) ¢ (5 (0) 5-(0) = o).

Definicao 1.10. Um caminho em M é uma curva C* por partes v : I — M. Ele ¢ dito
divergente se I = [0,b[, 0 < b < 00, e para cada compacto () C M existe ¢ty € I tal que
p(t) ¢ @, para todo t €]tg,b[. Usaremos, de um modo abreviado, que v : p ~ ¢ é um
caminho em M ligando p a ¢, isto &, Dom(y) = [z,y] (intervalo fechado), v(z) = p e

YY) =q.

Definicao 1.11. Uma 2-variedade diferenciavel M é completa com respeito a uma mé-
trica Riemanniana ds® se fob |7/ (t)|dt = oo para todo caminho divergente ~y : [0,b[— M,

onde [[7/(2)]* = ds*(y'(£), 7/ (t)) =< 7'(t),'(£) >.

2.2 Superficies de Riemann, Funcoes e Formas Diferen-
ciaveis

Definicao 2.1. Uma superficie de Riemann M é uma 2-variedade de classe C'*°, onde
M é conexo e as composigoes como em (2) na Defini¢ao 1.1 sao todas holomorfas, com a
identificacao R? = C.

Observacao: Mais adiante, o Teorema 6.5 nos garantira que toda 2-variedade C* conexa
orientavel admite um sub-sistema de cartas que a torna uma superficie de Riemann.

Exemplo: O toro plano ou toro, exemplo de superficie de Riemann que serd manipulado
no decorrer do texto, ¢ o quociente do plano complexo por algum reticulado I', dado por

I':= {nW) + mWs|n,m € Z}

para wy, ws € C linearmente independentes sobre R. Considerando 7 : C — C/T" a proje-
¢ao candnica, podemos induzir uma estrutura complexa em C/I" do seguinte modo: seja
V' C C um subconjunto aberto tal que quaisquer dois de seus pontos nao sao equivalentes
modulo I'. Entao U := 7(V) é aberto e 7|y, : V' — U é um homeomorfismo. Sua inversa
¢ : U — V é uma carta complexa. A colecao de todas essas cartas forma o atlas complexo
que cobre C/T" e determina, assim, uma estrutura complexa nesta superficie.

Definicao 2.2. Seja M uma superficie de Riemann. Uma funcao f : M — C é di-
ferencidvel em M se Re(f o z) e Im(f o z) sao C™, para toda carta (z,U) de M. O
conjunto de todas as fungoes diferenciaveis em M sera denotado por E(M).

Definicao 2.3. Se M e N sao superficies de Riemann, uma funcao f : M — N é

4



dita holomorfa (ou anti-holomorfa) se ="' o f o for holomorfa (ou anti-holomorfa), para
toda carta (¢,U) de M e toda carta (¢,V) de N, com f(U) C V. O conjunto de todas
as fungoes holomorfas em M para N = C e (id,C) € Y (N) sera denotado por O(M).

Definicao 2.4. Nas mesmas notacoes acima, f é biholomorfa se for holomorfa e bi-
jetora.

Definicao 2.5. Sejam M e N superficies de Riemann e Y um subconjunto aberto de M.
Uma funcao meromorfa em Y é uma funcao holomorfa f : Y’ — C, onde Y/ C Y é um
subconjunto aberto, tal que vale o seguinte resultado:

(1)Y \ Y’ contém somente pontos isolados.

(ii)Para todo ponto p € Y \ Y’ temos lim |f(x)| = oo.

r—p
Os pontos de Y \ Y’ sdo chamados pdlos de f. Se N = C e (id,C) € > (), vamos
denotar por M(M) o conjunto de todas as fungdes meromorfas em M, excluindo-se a
funcao constante oc.

Definicao 2.6. Se V ¢ um espaco vetorial de dimencao n sobre R, defina em V x V
as operacoes (u,v) + (v',v") = (u+ v, v+ ) e (a+1iB) - (u,v) = (ou — Bv, av + fu).
Entao (V x V,+,-) é um espago vetorial sobre C, o complezificado de V| que denotaremos
por VE. Também podemos denotar (u,0) =u e (v,0) = v.

Observagao: Uma vez que toda f € E(M) pode ser escrita como f = f; + if,
onde fi, fo € F(M), podemos estender a definicdo de vetor tangente para E(M), isto
é, vp[f] = vplfi] + ivplfa], € v, : E(M) — C é tal que v,[af + bg] = av,[f] + buy[g] e
vlf - 9] = g)uplf] + f(p)vplgl, para quaisquer a,b € Ce f,g € E(M). Em (T,M)"

definimos 2 = (£ — z%) e =12+ ia%). Deste modo, f € O(M) se, e somente se,
% =0em M.

No que segue, estaremos considerando os espagos complexificados.

Definicao 2.7. Seja T'M = UpeM T,M. Um campo de vetores tangentes em M é uma
aplicagdo X : M — T'M onde X (p) € T,M, para todo p. Um campo X é diferencidvel se
X|[f] € E(M), para toda f € E(M), onde X|[f](p) = (X(p))(f), para todo p. Denote por
X (M) o conjunto de todos os campos diferencidveis de vetores em M.

Definigao 2.8. Para um espago vetorial V, seja V* seu dual e (TM)* = | ¢, (T,M)".
Uma aplicagdo w : M — (T'M)*, onde w(p) € (T,M)* Vp, & dita 1-forma sobre M.
Ela é diferencidvel, holomorfa ou meromorfa conforme w[X] € E(M), O(M) ou M(M),
respectivamente, para todo X € X(M). Os conjuntos das 1-formas diferencidveis, das
holomorfas e das meromorfas em M serdo denotados respectivamente por £ (M), Q(M)

e MI(M).



Usaremos na proxima definigdo o seguinte resultado: nao existe f € M(M) \ {0} tal
que f =0 ou f = oo num conjunto com pontos de acumula¢do em M (vide |Foster| - p
7). Deste modo, os zeros e os polos de uma fun¢do meromorfa nao-nula sao isolados.

Definigao 2.9. Seja N superficie de Riemann, p € N e > (N). Se f € M(M), de-
finimos

k, se f oz~ tem um zero de ordem k € N em z(p),
ord,(f) =< —k, se foz"! tem um polo de ordem k € N em z(p),
00, se f =0 numa vizinhana de p.

Nesses termos, dizemos que ord,(f) é a ordem de f em p.

Proposicao 2.10. Seja M uma 2-variedade C*°, p € U C M, U aberto. Entao exis-
tem @ € E(M) e vizinhangas V,W de p tais que V. C W C U e:

(1) 0 < p(q) <1Vqe M;

(2) plv =1 e olanw = 0.

Prova: |Gray]| - p 506.

Observagao: A proposi¢ao acima é um resultado tutil em varias circunstancias, den-

tre elas na Definicao 3.1 de integracao de formas. Para isso, devemos comentar o se-

guinte: para uma carta local (z = z + iy, U), seja {dz,dy} a base dual de {2, a%}' Se

X € X(M), entdo X[y =f-(2)+g- (a%)' Vejamos que f,g € E(U). Pela defini¢ao de

diferenciabilidade para X, caso Dom(z) = M, podemos fazer X[z] = f € C*°. Senao,

consideramos ¢ - 2. Do mesmo modo, se w € EV (M), entdo w|y = 1 - dz + £ - dy, onde
f)

n,& € £(U). Em particular, se w € MW, w[a%] =ne w[a—y] = ¢ sao holomorfas a menos

de alguns pontos isolados, portanto 2 - w|y = (n — i§) - dz, onde dz = dx + idy, e neste
caso (n —i&) € M(U). Também denota-se dz = dz = dxr — idy. Deste modo, caso
(n — i&) tenha um podlo (ou zero) em p € M, dizemos que p é um pdlo (ou zero) de w.

A Definigao 2.9 estende-se para as 1-formas, e independe da carta (vide [Foster| - pp 57-8).

Definigao 2.11. Considere f € E(M) e df = %dm—i-g—idy, para cada (z = z+iy,U) € M.
Entdo df € EMN(M). Se w € EM(M), com w|y = g-dr + h-dy, g,h € EU), defina
dw = (hy — gy) - dz Ady, que é uma 2-forma diferenciavel em M. Dizemos que w é fechada
se dw=0em M.

2.3 Integracao de Formas Diferenciaveis

Definicao 3.1. Seja M uma superficie de Riemann, w € EM(M). Alem disso suponha
que uma curva continuamente diferenciavel por partes em M é dada. Ha uma aplicacao



continua
c:[0,1] - M

para a qual existe uma particao
O=to<ti <---<t, =1

do intervalo [0,1] e cartas (U, zx), 2k = T + iyg, k = 1,- -+ ,n, tal que c([tx_1,tx]) C Uy
e as funcoes
rpoc: [t te] = R, yroc:[tior,ti)] = R

tém derivadas continuas de primeira ordem. A integral de w ao longo da curva c é definida
como segue-se. Em Uy podemos escrever w como w = frdxy + grdyr, onde as funcoes fr,
gi sao diferenciaveis. Defina

o= (e 250 s et B Y

Observacao: Esta definicao independe das cartas e das particoes escolhidas.

Definicao 3.2. Dadas duas curvas «,3 : I — M, diremos que « e [ sao livremente
homotdpicas se existe uma aplicacao continua H : [ x I — M tal que H(-,0) = «,
H(-,1)=pe H(0,-)=H(L,").

Proposicao 3.3. Seja M uma superficie de Riemann, w € EV(M) fechada e o, B : I —
M duas curvas fechadas, C* por partes, e livremente homotdpicas. Entao faw = fﬁw

Prova: [Foster| - pp 66,67.

Observacao: A relacao de homotopia livre entre curvas é uma relacao de equivalén-
cia, que iremos denotar por ~. Vamos indicar por C o conjunto de todas as curvas em M.

A proposicao anterior nos garante que a integral sobre um elemento de C/ ~ esta bem
definida.

Definicao 3.4. Considere w € W (M) fechada. Para cada a € C/ ~, o valor com-
plexo a, = fa w é um periodo de w. Dizemos que w nao tem periodos reais se Re(a,) = 0,
para todo € C/ ~. Uma primitiva de w é uma funcao f € E(M) tal que w = df.
Quando existe uma primitiva, dizemos que w é ezata.

Teorema 3.5. Seja M superficie de Riemann, w € EV(M) fechada. Entdo w tem
primitiva se, e somente se, todos os periodos de w sao nulos.

Prova: [Foster| - p 69.



2.4 O Primeiro Grupo Fundamental

Nesta se¢ao, vamos considerar [ = [0, 1] C R.

Definicao 4.1. Seja X um espaco topologico e p € X. Um la¢o em p é uma curva
fechada o : I — X tal que «(0) = (1) = p.

Defini¢ao 4.2. Seja o conjunto L£(X,p) dos lagos em p € X. A operagao * : L(X,p) X
L(X,p) — L(X,p) dada por a* 3(t) = a(2t) se 0 <t < Leaxp(t) = p(2t — 1) se
% <t <1, é chamada produto de « por (5.

Proposicao 4.3. A relagio de homotopia descrita na Defini¢io 3.2 é uma relacao de
equivaléncia entre lagos em p € X. Em L(X,p)/ ~ definimos o produto de classes como
[a] x [B] = [a x B]. Desta forma, o conjunto m(X,p) = (L(X,p)/ ~,*) € um grupo, e
Vp,qg € X, m(X,p) = m(X,q), isto €, sao isomorfos. Definimos m(X) como o grupo
fundamental de X.

Prova: |[Massey| - pp 58-59.
Definigao 4.4. X é simplesmente conero se X é conexo e m1(X) é trivial.

Definicao 4.5. Sejam X e Y espacos topologicos. Dizemos que f,g : X — Y sao
homotdpicas se existe uma aplica¢do continua H : I x X — Y tal que H(0,:) = f e
H(1,-) = g. Neste caso denotamos f = g.

2.5 Género de uma Superficie de Riemann Compacta

Definicao 5.1. Sejam M, N superficies de Riemann. Considere dois discos conformes
fechados D; € M e Dy C N, h : dD; — 0Dy um homeomorfismo, M’ = M C D,
e NN =N C Dy, Em M’ U N’ defina a relagdo de equivaléncia z ~ y <=z = y,
x = h(y) ou y = h(x). A soma conexa de M por N &, por definicdo, o conjunto
M#N = (M' U N')/ ~. Para um ntmero finito n > 2 de superficies de Riemann,

Ml#MQ# Tt #Mn - (MI#MZ##Mn—l)#Mn

Proposicao 5.2. Toda superficie de Riemann compacta é homeomorfa a uma esfera
ou a uma soma conexa de um numero finito de toros.

Prova: [Massey| - p 29.

Definicao 5.3. Seja M uma superficie de Riemann compacta. O género de M é o
numero de toros cuja soma conexa ¢ homeomorfa a M.



Exemplo: O género de C &~ S? é zero. O simbolo & indica um homeomorfismo (ou
um isomorfismo, no caso de grupos).

2.6 Espacos de Recobrimento e Recobrimento Holo-
morfo Ramificado

No que segue, X e Y sao espagos topologicos de Hausdorff, conexos por caminhos e lo-
calmente conexos por caminhos, isto é, dado um ponto p e uma vizinhanca V' 3 p, existe
um aberto conexo por caminhos U C V tal que p € U.

Definicao 6.1. Suponha X e Y espacos topolégicos. Uma aplicacao p : ¥ — X ¢é
chamada aplicacao de recobrimento se para todo x € X existe uma vizinhanga aberta U
tal que sua pré-imagem p~!(U) pode ser representada por

p’l(U)ZUV}

onde os Vj, j € J, sao subconjuntos abertos e 2 a 2 disjuntos em Y, e todas as aplicagoes
plv, : V; — U sao homeomorfismos.

Proposicao 6.2. Toda aplicacao de recobrimento p : Y — X tem a “propriedade do le-
vantamento de curvas”, isto €, para cada o : I — X continua com a(0) =x ey € p~ (),
existe uma tunica o : I —Y tal que a(0) =y epoa = a.

Definicao 6.3. Quando p : Y — X é um recobrimento, e Y é simplesmente conexo,
dizemos que (p,Y’) € o recobrimento universal de X.

Proposicao 6.4. Seja p : Y — X wum recobrimento. Entio Va,b € X, p~'(a) e p~1(b)
tém a mesma cardinalidade. Deste modo, definimos o numero de folhas de p como sendo
a cardinalidade de p~'(z), * € X, que denotaremos por #p.

Prova: [Massey| - p 125.

Definicao 6.5. Sejam M, N superficies de Riemann e f : M — N holomorfa. Um

ponto p € M é ponto de ramificacao de f quando nao existe vizinhanca V' de p tal que

flv seja injetora. O conjunto de todos os pontos de ramificagdo de f é denotado por
Ram(f).

Observagao: Se f é nao-constante, Ram(f) é um conjunto de pontos isolados.

Definicao 6.6. Usando as mesmas notacoes acima, dizemos que f : M — N é um reco-
brimento holomorfo ramificado se f é sobrejetora e f : M\ Ram(f) — N\ f(Ram(f)) é
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uma aplicagdo de recobrimento. Também indicaremos por #f o nimero de folhas deste
recobrimento.

Teorema 6.7. (Formula de Riemann-Hurwitz). Sejam X e Y superficies de Riemann
compactas e f : X — Y uma aplicagao holomorfa nao constante. Se by € a ordem total
dos ramos de f, entdao:

gen(X) = L+ #(f)(gen(Y) = 1) + 1.
Uma formula equivalente & anterior é:

X(X) = =by + #(f) - x(Y).

Consideramos agora R uma superficie topologica compacta e J : R — R um homeomor-
fismo, cujo conjunto de pontos fixos é discreto, tal que J™ =id,m > 1, e J™F £ id para
1 <k <m. Dado ) € R, definimos:

i) o grupo de isotropia de @ em < J > como F(Q) = {A e< J > |[A(Q) = Q},

i) 1(Q) = IF(Q)]

iii) a orbita de @ associada a < .J > como orb(Q) = {Q, J(Q), ..., J" Q) }.

Notamos que #(orb(Q)) - u(Q) = ord(J). Para o recobrimento ramificado ¢ : R —
R/ < J > obtemos:

X(R) = ord(J) - x(R/ < J >) = Y ((Q) — 1).

QER
Se Q € R com u(Q) > 1, observamos que orb(Q) = orb(J(Q)) = --- = orb(J™1(Q)).

Neste caso existem exatamente s conjuntos disjuntos, com s € N*, e cada um possui uma
cardinalidade m;, © = 1,--- | 5. Entao, podemos reescrever a equacgao anterior como

X(R/ < J >) = x(R)/ord(J) + Z (ord(J) — m;)/ord(.J). (2.1)

Quando J? = id, temos m; = 1 e s igual ao nimero de pontos fixos de R. Dessa forma,

X(R/ < J>)= @ + g (2.2)

A Equacao (2.1) é conhecida como fdrmula de Euler-Poincare.
Teorema 6.8. Sejam X,)?,NY e 32 variedades diferencidveis, e r : Y — Y, s: X - X
recobrimentos C*. Se F' : X — Y € um difeomorfismo C* que preserva fibras, entao

existe f: X — Y difeomorfismo de classe C* tal que f os =roF. Reciprocamente, se
X eY sao simplesmente conexos e temos [ : X — Y difeomorfismo de classe C*°, entao
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eviste F: X — Y difeomorfismo C* que preserva fibras, com fos=roF.

Teorema 6.9. (Principio do Maximo para Superficies Minimas). Se S; e Sy sdo duas
superficies minimas conexas com um ponto p em comum e proximas de p sao grdaficos de
funcoes f1 e fo com f1 < fo, entao S; = S,.

Teorema 6.10. (Teorema do Semi-Espaco). Uma superficie minima nao planar, pro-
priamente imersa e completa em R3, ndo estd contida em nenhum semi-espaco.

Teorema 6.11. A ordem de uma 1-forma meromorfa nao-nula w, isto €, seu nimero
de zeros menos o de polos, sobre uma superficie de Riemann compacta de género g, sa-
tisfaz

deg(w) =29 —2 = —x.

Definigao 6.12. (As Fungoes Simétricas Elementares). Suponha X e Y superficies de
Riemann, 7 : ¥ — X uma aplicacdo de recobrimento holomorfo nao ramificado de n-
folhas e f uma funcao meromorfa em Y. Todo ponto x € X admite uma vizinhanca
aberta U tal que 771(U) é a uniao disjunta de conjuntos abertos V;,--- Ve :V, —» U
é biolomorfa para v =1,--+ ,n. Seja 7, : U — V,, a aplicagao inversa de 7|V, — U e seja
fo =7, f = f o7, Suponha T uma indeterminada e considere

[[T-r)=T"+aT "+ +cn

v=1

Entao os ¢, sao fungoes meromorfas em U e

Cy = (_1)1)5“(]01’ e 7fn)7

onde s, denota a v-ésima funcao simétrica elementar em n varidveis. Se levarmos em
conta esta mesma constru¢do em uma vizinhanca U’ de um outro ponto 2’ € X, entao
obteremos as mesmas funcoes ci,--- ,c,. Entao, estas representam fungoes meromorfas
globais ¢, -+, ¢, € M(X), que chamaremos de fung¢oes simétricas elementares de f com
respeito ao recobrimento Y — X.

Teorema 6.13. Suponhamos que X eY sao superficies de Riemann e que w:Y — X €
uma aplica¢ao de recobrimento ramificado de n-folhas. Se f é uma func¢ao meromorfa e
C1,Co, "+ ,Cy 8GO as fungoes simétricas elementares de f, entao

fm+ (W*cl)f"_l +- 4+ (mfcp)f + e, = 0.

Teorema 6.14. Suponhamos que X € uma superficie de Riemann e

PT)=T"+cT" '+ -+ ¢, € M(X)[T]

11



€ um polinéomio irredutivel de grau n. Entao existe uma superficie de Riemann Y, um
recobrimento ramificado de n folhas w:Y — X e uma fun¢ao meromorfa F € M(Y) tal
que (m*P)(F) = 0. Nestas mesmas condigoes a tripla (Y, m, F') € univocamente determi-
nada: se (Z,7,G) tém as mesmas propriedades, entao existe eratamente uma aplica¢ao
bioholomorfa que preserva fibras o : Z —'Y tal que G = o*F.

2.7 Superficies Minimas, Parametros Isotérmicos e Fun-
coes Harmonicas

Definigao 7.1. Uma superficie em R™ é um par (M, X) onde M é uma 2-variedade
diferenciavel e X : M — R™ é uma imersao C™, isto é, X oo™ € C® e d(X o p™!) ¢
injetiva para toda (o, U) € > (M). Como é mostrado abaixo, X induz uma métrica Rie-
manniana em M. Dizemos que uma superficie S = (M, X) é completa se M for completa,
relativamente & métrica Riemanniana induzida por X sobre M.

Observacgao: Se p € U e d(X o o !)(p(p)) é injetiva para alguma carta (p,U) de M,
entdo d(X o7')(¢(p)) é também injetiva, onde (), V) € > (M)epe V.

Considere u, v os parametros em p(U) C R De modo abreviado temos d(X o p™!) =
(X, X,]. Portanto, G = [X, X,]" - [X, X,] é uma matriz 2 X 2 simétrica, e detG # 0.
Neste caso, se G = (g,;), defina H = (922 Xuu — 2912 Xu0 + 911 X0)/(2 - detG). Vemos por
[Osserman]- pp 11-3 que H nao depende de (p,U) € > (M).

Definigao 7.2. O vetor H = H(p) acima descrito é vetor curvatura média de S em
p. A superficie S é minima se H = 0 para todo ponto de S. Também, dizemos que
X : M — R" é uma imersao minima.

Definigao 7.3. Os parametros u, v sao is0térmicos se g1 = gao € g12 = 0 em @(U).

Lema 7.4. Seja S = (M, X) uma superficie minima. Entdao, para todo p € S, existe
uma carta (p,U) de M com p € o(U) tal que os parametros em U sao isotérmicos.

Prova: |Osserman| - p 31.

Observacao: Agora nés daremos um resultado mais forte, cuja prova nao é tao ele-
mentar quanto a deste tltimo. No entanto, ele nos permite concluir que toda 2-variedade
C* conexa M possui uma colecio de cartas > C > (M) tal que os parametros em ¢(U)
sd0 isotérmicos, para toda (o, U) € 3_', e a familia 3"’ verifica os itens (1) e (2) da Defi-

nicao 1.1.

Teorema 7.5. Dada uma 2-variedade M de classe C*, para todo p € M existe uma
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carta (¢, U) de M, com p € U, tal que os parametros em @(U) sao isotérmicos.
Prova: |Hicks| - p 139.

Considere uma superficie S = ((M,> (M)),X). Se excluirmos todas as cartas de
> (M) nas quais os parametros nao sao isotérmicos, obteremos uma nova superficie
S" = ((M,>"), X), onde as composicdes como em (2) na Definicio 1.1 sdo aplicacdes
conformes ou anti-conformes (veja |Osserman|- p 33). Nesta nova superficie, se existir
um subconjunto Y. de >’ tal que (1) se verifica para }_", e em (2) as composicdes sdo
todas conformes, dizemos que S é orientdvel, e 3" é uma estrutura conforme de M. Caso
contrario, S é dita nao-orientdvel.

Definicdo 7.6. Sejam u e v os parametros em R? e U um subconjunto aberto do
R2. O operador de Laplace é a aplicacdo A : F(R?) — R, dada por A = 9?/0u? + 9%/ 0v?.

Definigao 7.7. Seja M uma 2-variedade C' com estrutura conforme » . Uma fun-
¢ao f: M — R é dita harmoénica se A(fop™') = 0em ¢(U), para toda carta (p,U) € >_.

Lema 7.8. Considere uma superficie S = (M, X) em R", X = (x1,-+- ,2,) e M com
uma estrutura conforme .. Entao S € minima se, e somente se, xj € harmonica para
todo k.

Prova: Seja (p,U) € Y., e como X é imersao C*, xj, 0 p ! & C™ Vk. Se u e v sdo para-
metros de R?, estes sao isotérmicos pois Y é conforme. Considere A = §?/9u® + 9% /0v?
o operador de Laplace, e denote

AXop™)=(A(z109 D), Alzgo™ ), ..., Az, 007 h)).

Usando as mesmas notagoes da Defini¢ao 6.3, seja A> = g1; = ggo. Por [Osserman|- pp
27-8, temos A(X o o™') = 2\?H c.q.d.

Teorema 7.9. (Principio do Méaximo para Fung¢des Harmonicas). Seja G um aberto
conexo de C, u : G — R uma fung¢ao harmonica. Se eriste a € G tal que u(a) > u(z),
para todo z € G, entio u = u(a) em G.

Prova:|Conway| - p 255.

Proposigao 7.10. Uma superficie minima nao pode ser compacta, isto é, se S = (M, X)
€ minima, entao M nao é compacto.

Prova: Senao, as fungoes z; atingiriam um méaximo, portanto seriam constantes, mas X
¢ uma imersao. Quer dizer, se u : M — R é harmonica e M é compacto e conexo, seja m

o valor maximo de u. Os conjuntos A ={p € M :u(p) =m} e B={pe M :u(p) # m}
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sao ambos abertos e disjuntos, e M = AUB (uniao disjunta). Entao B = () c.q.d.

Teorema 7.11. (Huber-Osserman). Seja X : R — E uma imersao isométrica completa
de uma superficie de Riemann R sobre um espaco E “flat”, completo e tridimensional.
Se X € minima e a curvatura Gaussiana total fR KdA ¢ finita, entao R é biholomorfa
a uma superficie de Riemann compacta R perfurada em um nimero finito de pontos

{p17p27 e 7ps}-

Teorema 7.12. (Representagao de Weierstrass). Seja R uma superficie de Riemann,
g e dh funcgao e 1-forma meromorfas em R, tais que os zeros de dh coincidam com os
polos e zeros de g. Suponhamos que X : R — E, dada por

X(p) = RG/ <¢17¢27¢3)7 onde (¢17¢27¢3) = %(1/9 _gal/g+zga Q)dha

esta bem definida. FEntao X € uma imersao minima conforme. Reciprocamente, toda
imersao minima conforme X : R — E pode ser expressa como acima para alguma funcao
g e 1-forma dh meromorfas.

Definicao 7.13. O par (g, dh) sao os dados de Weierstrass e ¢123 as formas de Weiers-
trass em R da imersdo minima X : R — X (R) C E.

Teorema 7.14. Nas hipdteses dos Teoremas 6.11 e 6.12, os dados de Weierstrass (g,dh)
se estendem meromorficamente sobre R.

Definicao 7.15. Um fim de R é a imagem de uma vizinhanga perfurada V, de um

ponto p € {p1,p2, -+, ps} tal que ({p1,p2, -+, ps} \ {p}) NV, = 0. O fim ¢ mergulhado
se sua imagem é mergulhada para uma vizinhanca suficientemente pequena de p.

Teorema 7.16. (Formula de Jorge-Meeks). Seja X : R — E uma superficie minima
reqular completa de curvatura total finita fs KdA. Se os fins de R sao mergulhados,
entao

deg(g) =k+s—1,

onde k € o género de R =R\ {p1,-- ,ps} €5 € o seu nimero de fins.

Observacao: A funcdo g é a projecio estereografica da aplicacdo de Gauss N : R — S?
da imersao minima X, ou seja,

1
N=—"(2R{q},23 2 1).
|g|2+1( {9},23{g}, 9] = 1)

Ela é um recobrimento ramificado de C e Jo KdA = —4ndeg(g).
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O elemento (de reta) ds de X : R — & pode ser escrito como

1
ds = 5(|gl +1/lg])|dh],

e a curvatura de Gauss é dada por

_ 16]dg/dh]?
lg[2(lg] + 1/]g])*’

Teorema 7.17. Se v € uma curva em X (R) entdo vale:

i) v € assintdtica se, e somente se, %(’y) -dh(§) € iR;
ii) v € principal se, e somente se, %(7) -dh(¥) € R.

Observacgao: Se uma curva é invariante por isometria numa superficie, entao esta curva
é uma geodésica. Agora, suponha que numa imersao minima F : Q — R3, Q C C, com
dados de Weierstrall (g,dh) tenhamos uma curva « : I — € com g o o meridiano ou

equador de C, e dh o o meridiano principal. Pelo Principio de Reflexao de Schwarz em C,
temos que {a} = () é arco de circunferéncia, ou segmento de reta. Assim, reflexdo por
{a} mantém invariante a Primeira Forma Fundamental, donde é isometria de S = F(Q),

e portanto a é geodésica. Além disso,

g dhe { R.

Finalmente, por um resultado classico da Teoria de Superficies Minimas (vide [Ka|),

segue-se que:

(a) Nas condigoes do Teorema 7.17(i), temos « geodésica <= « & reta,
(b) Nas condigoes do Teorema 7.17(ii), temos « geodésica <= « ¢ plana.

O Teorema 7.17 nao exige que « seja geodésica.

Teorema 7.18. (Principio da Reflexdo de Schwarz). Toda linha reta (respectivamente,
geodésica plana) numa superficie minima é uma linha de simetria rotacional (respectiva-

mente, simetria especular) da superficie.

2.8 Homologia Singular

Definigao 8.1. Dado {zy, ..., 7} C R"seja o* o menor convexo que contém {zy, . .
Se {1 — xg, ...,z — xo} for linearmente independente, dizemos que o

é um k-simplexo.

Proposicao 8.2. O k-simplezo descrito acima € tal que o® = {tg-xo+ty 21+ +tp -2 :

ti€Rt; > 0,508 ti =1},
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Prova: [Vick]| - p 2.

Definigcao 8.3. Considere (G;);c; uma familia de grupos. A soma direta desta fami-
lia é o grupo @®;G;, onde cada elemento é representado como uma soma formal . ; a;,
onde a; # 0 apenas para um numero finito de indices. Esta soma é uma operagao comu-
tativa, e distinta da operacao em G}, para todo 1.

Definicao 8.4. Um p-simplexo singular em X é uma aplicacao continua ¢ : o — X. De-
notamos S,(X) o grupo abeliano livre nos p-simplexos singulares de X como a soma direta
de Z's (uma copia para cada ¢). Um elemento tipico de S,(X) é chamado p-cadeia em
X e se escreve de forma tinica como uma soma finita »  n;¢;, n; € Z, ¢; : o? — X continua.

O seguinte resultado é um fato conhecido de Topologia Geral, e mostra que a defini¢ao
acima independe de o fixado.

Proposicao 8.5. Se K,(Q C R" sao compactos, convexros e com interior nao-vazio,
entao existe um homeomorfismo h : K — @ tal que h|sgx € um homeomorfismo entre 0K

e 0Q).
Prova: [Lima| - p 334.

Definicao 8.8. Sejam Z,(X) = Ker{0, : S,(X) — S,-1(X)} e B,(X) = Im{0, :
Sp+1(X) — Sp(X)}, que sdo subgrupos do grupo abeliano S,. Da proposi¢ao anterior
temos B,(X) C Z,(X). O p-ésimo grupo de homologia é o grupo quociente H,(X) =
Zp(X)/By(X).

Proposigao 8.9. Se X =Y, entio H,(X) ~ H,(Y) para todo p.

Prova: |Vick| - p 18.

2.9 Feixes, Gérmens de Funcoes e Continuacao Anali-
tica
Esta secao apresenta conceitos e resultados que formalizam os Teoremas 6.13 e 6.14, mas

foge ao escopo da dissertacao.

Definigao 9.1. Seja X um espago topologico e 7 = {U C X : U aberto de X} sua
topologia. Um pré-feize de grupos abelianos em X é um par (F, p) tal que:

i) FF'=(F(U))yer ¢ uma familia de grupos abelianos;

i) p = (P)vverver, ¢ uma familia de homomorfismos de grupos, p¥ : F(U) — F(V),
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com as propriedades pf} = idpy), YU € T e pyj, 0 pf) = plf,, W C V C U.

Do mesmo modo definimos pré-feixes de anéis, espagos vetoriais, etc. Para f € F(U),
vamos escrever de modo abreviado f|y = p¥(f).

Definigao 9.2. Um pré-feixe F' = (F, p) em um espaco topologico X é um feize quando
para cada U € 7, e cada familia de abertos U; C U, i € I, com U = |J,; U;, verificam-se
0s seguintes axiomas:

i) f,9€ FU), flu,=glv,Viel=f=gy;

11) fi € F(UZ), fi|UiﬁUj = fj|UiﬂUj; Vi,jel = df € F(U) tal que f|U1 =fi,Viel.

icl

Exemplos: Se M é uma superficie de Riemann e 7 é sua topologia, considere & =
(E(U))ver e pY(F) = fly (restricio natural). Entdao £ é um feixe de espagos vetoriais
em M. Do mesmo modo, temos que EM, @) O, Q e M, junto com os homeomorfismos
PV (f) = flv (restri¢gdo natural), sio feixes de espagos vetoriais em M.

Observagao: O elemento f do axioma (ii) sera denominado uma globaliza¢ao de (f;)ics-

Definigao 9.3. Seja F' um feixe sobre um espaco topoldgico X e a € X. Vamos re-
presentar a uniao disjunta de conjuntos por U. Entao seja F* = J, ., F(U) e uma relagao
de equivaléncia ~, em F dada por:

feFU)ege F(V), fryge W CUNV, W £, tal que p% (f) = piy(g).

acU

Seja F, = Ff/ ~,. Um elemento de F, é dito gérmen de fun¢ao em a € X e é repre-
sentado, por exemplo, por [f],. Quando X é superficie de Riemann, para F' = O dizemos
gérmen de funcao holomorfa, para F' = M, gérmen de fung¢ao meromorfa, etc.

Proposigao 9.4. Seja F' um feize sobre o espago topoldgico X. Seja |f| = UweXFx
e[]:|f| = X definida por [[([f]z) = x. Entao |f| admite uma topologia que torna ]
um homeomorfismo local. Se F = O, |f| é um espao de Hausdorff, localmente conexo por
caminhos.

Prova: [Foster| - pp 39-0.

Observagao: O conjunto de todos os elementos da forma [U, f] = {[f]. : * € U},
onde U € T e f € F(U), é uma base da topologia de |F|.

Definig¢ao 9.5. Denote por |O([f])| a componente conexa de |O| que contém [f],. Temos
lgls € |O([f]a)| se, e somente se, existe uma curva & : [0, 1] — |O([f].)] tal que @(0) = [f]a
e a(1) = [g]p- Neste caso, dizemos que [g], é uma continuagao analitica de [f,] ao longo
de a.
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Capitulo 3

A Funcao Elitica Z

3.1 O comportamento geométrico de 7

Seja {wy,wy} uma base de R?> = C. Considere a seguinte figura, que representa uma
célula fundamental de reticulado I' = {(2n+ 1)w; + (2m + 1)wy : n,m € Z} em C. Assim
definimos o toro 7" = C/T', cujos elementos sao classes de equivaléncia [z], com z € C.
Note que z ~ ( <= 2z —( =n-W; +m - Wy, para certos n,m € Z.

Observacao: Usamos sempre 2w Z + 2wsZ na definicao das classes de equivaléncia.

Com isso, os reticulados w + I', Vw € Z, sao todos distintos, mas definem exatamente o
mesmo toro.

iR

Figura 3.1: Célula fundamental de toro.

O paralelogramo formado por {w;,ws} determina o tipo de toro 7. Caso w; L ws,
dizemos que T é retangular. Caso |w;| = |we|, dizemos que T' é rombico. O toro quadrado
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¢ simultaneamente rombico e retangular. E claro que, num toro retangular, existem in-
volugoes anti-holomorfas cujo conjunto de pontos fixos tem exatamente duas componentes.

iR

Iy ‘V\é ®A

Figura 3.2: Célula fundamental de toro retangular com algumas involucdes e pontos
indicados.

Algumas involugoes adicionais na Figura 3.2
IL:z—z;
Ir:z— —Z;

IgiZ—)E—FU)Q.

Num rémbico, ha involugoes anti-holomorfas cujo conjunto de pontos fixos tem exata-
mente uma componente. O fato é que valem as reciprocas, como argumentamos a seguir.

Suponha que, dado um toro 7', ele apresente uma involucao anti-holomorfa J cujo
conjunto de pontos fixos tem exatamente duas componentes. Esta induz uma involucao
anti-holomorfa em C que preserva as classes de equivaléncia do toro. Em C, esta involu¢ao
é um anti-biholomorfismo, e portanto da forma 2z — az+ b, onde a, b sao constantes com-
plexas com a # 0. Da observagdo acima, sem perda de generalidade temos J([0]) = [0],
e podemos considerar b = 0. Agora, uma vez que as classes de equivaléncia sao preser-
vadas, temos |a| = 1. De fato, pois temos uma involugdo. Assim, z — aZ tem como
conjunto de pontos fixos a reta de R? dada por r : (1 — a1)z = ayy, que equivale a reta
r: (1+ay)y = asx, onde a; + ias = a.
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Figura 3.3: Célula fundamental de toro rombico com algumas involugoes indicadas.

Agora temos o seguinte: ao fazermos reflexao de I' por r, para que a imagem coincida
com a rotacao de I' pelo niimero complexo unitario a, é preciso que a célula fundamental
seja um retdingulo. De fato, se r intersecta dois lados da célula de I', nao passando por
nenhum vértice, entao deve fazé-lo ortogonalmente, e pelos pontos médios, o que resulta
num retangulo.

Sem perda de generalidade, I' é invariante pela aplicacao antipoda. Entao, se r é
diagonal a célula, esta deve ser um losango. Além disso, temos aw; = wy € aw, = —wy,
o que implica a? = —1. Ou seja, a rotacao é de 90°, donde w; L w,. Neste caso, a célula
¢ um quadrado, mas isso contradiz a hip6tese de duas componentes.

Portanto, T' é um toro retangular. Argumentos analogos mostram que, se o toro apre-
senta uma involugao anti-holomorfa cujo conjunto de pontos fixos tem exatamente uma
componente, entao ele é rombico.

Voltando a Figura 3.1, a rotacao de 180° graus em torno da origem, dada por z — —z,
corresponde a uma involucao I em 7. Esta involucao possui exatamente quatro pontos
fixos, 0, wy, wy e wy + wy indicados na Figura 3.1. Considerando uma triangularizacao
de T, sua caracteristica de Euler é dada por x(7) =V — A+ F = 0. Podemos supor
que os pontos 0, wy, we e wy + wy da Figura 3.1 recaem exatamente nos vértices desta
triangularizacao, e que esta é invariante por I.

Ao efetuarmos o quociente de T pela involucao I, obteremos uma nova superficie
triangularizada, mas com ntumero de arestas A/2, de faces F/2. Quanto aos vértices,
exceto por aqueles fixados, seu nimero também é reduzido pela metade. Entao, vale a
seguinte igualdade:

(V—-4)-A+F
2

X(T/I) = +A=0-24+4=2 (3.1)

20



Logo, o género de T'/I é zero. Pelo Teorema de Classifica¢ao das Superficies Com-
pactas (vide [Massey, p 9|), esta ¢ homeomorfa a uma esfera. Logo, T'/I é simplesmente
conexa. Agora, a estrutura conforme de C é induzida em T'/I, mesmo considerando que a
funcao quociente é um recobrimento ramificado. De fato, para recobrimentos, as inducoes
de estrutura sdo imediatas. No caso ramificado, vide [Forster, p 51]. Assim, 7'/I é uma
superficie de Riemann compacta, simplesmente conexa.

Vamos agora enunciar o seguinte resultado, que ¢ uma extensao do Teorema da Apli-
cagao de Riemann:

Teorema 1. (Koebe). Seja S uma superficie de Riemann simplesmente conexa. En-
tao existe um biholomorfismo f : .S — X, em que X é uma das seguintes superficies: a)
o disco unitério, b) o plano complexo C, ¢) a esfera de Riemann C.

Prova: [Ahlfors|, capitulo 2.

Devido ao Teorema de Koebe, existe um biholomorfismo B : T/I — C. Agora, sa-
bemos que todo biholomorfismo de C em C é dado por uma transformacao de Mdobius, e
toda transformacao de Mobius é determinada por trés pontos de dominio e trés de imagem.

Posteriormente, trabalharemos apenas com o toro retangular. Assim, vamos deduzir
o comportamento de uma fungao Z := Bo (-/I) para este tipo de toro. Considerando a
Figura 3.2, escolhemos os valores oo, 0 e —1 como imagens de Z aplicada aos pontos A,
B e M, respectivamente.

Uma vez que I, é uma involucao anti-holomorfa em T, cujo conjunto de pontos fixos
tém duas componentes, ela induz uma involucao anti-holomorfa em C. Portanto, em C
temos a conjugada de uma transformacao de Mobius que fixa 0, oo e —1. Ou seja, fixa
o equador R. Entao, a involucao induzida é z +— Z. Desta forma, o segmento vertical da
Figura 3.2 que passa por A e B sao levados por Z num subconjunto de R c C.

Agora, o segmento vertical da Figura 3.2 que passa pela origem também é levado num
subconjunto de R pois a involu¢ao é a mesma. Assim, nos pontos marcados com e temos
que Z assume valores reais. Defina A := Z([0]). Ja sabemos que Z(A) = oo e Z(B) = 0.
Mas como Z tem ordem 2 nestes pontos, entao ela dobra angulos. Em particular, o seg-
mento passa por A e B com angulos rasos, mas sua imagem em C faz 360° ao passar por
0 ou 0o, de modo que os valores deste segmento pela Z ficam confinados no segmento real
[—00,0]. Agora, somente pontos do segmento vertical sobre A e B é que sao levados em
[—00, 0], pois Z tem grau 2. Ou seja, 0 < \ < oc.

Olhando para a involucao I3, vemos que ela induz a conjugada de uma Mdobius em C
que intercambia 0 com oo, e fixa —1. Ou seja, z — 1/z. Em particular, Z(e;) é real e
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unitario, mas nao se encontra em [—oo,0]. Assim, Z(e;) = 1, e como Z corresponde a
involugao z — —z em C, entdao Z(Ms) = —1 e Z(eg) = 1.

Como Z é continua, entao leva conexos em conexos. Assim, 0 < A < 1. Devido a
I3, concluimos que a imagem de Z pelo quarto ponto de ramo e na Figura 3.2 ¢ levado
em 1/A. Introduzimos agora o parametro x = Z(ey;) = Z(eg), que sera utilizado mais
adiante, onde A < x < 1. Conseqiientemente, Z(e s) = Z(eqyr) = 1/.

3.2 A equacao algébrica do toro em termos de 7

De acordo com o Teorema 5.13 do Capitulo 2, tomando X = C, Y =T, enm=Z,é possi-
vel obtermos uma equagao algébrica. De acordo com o Teorema 5.14 do Capitulo 2, esta
descreve Y = T'. Observe agora a seguinte figura onde, como usualmente, escrevermos os
valores-imagem em pontos do dominio.

iR iR
JRUNC) e 0 RE)
e e 0 0

IR IR

(a) (b)
Figura 3.4: (a) valores de Z; (b) valores de Z'.

Na Figura 3.4(b), marcamos apenas os polos e zeros de Z’'. Note que ela possui um
tinico polo (de ordem 3), e seus zeros sdo todos simples. Agora, observe que a fungio
Z(Z — AN (Z —1/)) tem exatamente os mesmos poélos e zeros que Z'?. Considerando seus
desenvolvimentos de Laurent em cada ponto de T, vemos que Z(Z — \)(Z — 1/\)/Z" ¢
holomorfa em T, ou seja, nao assume poélos. De fato, em w; + wy temos

Z(Z-XNZ-1/N)| aez 4 +az tagtaz ta 4+ a2+

7" B A T o e i SRR NPT

Caet a2’ +agb+ a2 +ag 4+ a2+

bt b 125+ b6+ by 2T 4 bgzS 4 e b2 f
Além disso, também nao assume zeros. Se esta funcao nao for constante, a Anélise
Complexa garante que é aberta, mas como 7' é compacto, entao temos sobrejetividade no
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contra-dominio C. Isso seria absurdo, pois acabamos de ver que sua imagem é subcon-
junto de C*.

Assim, existe uma constante complexa nao-nula c tal que
7% =cZ(Z - N)(Z —1/)). (3.2)

Considere a curva a(t) =1, 0 <t < w; € R, onde w; é o gerador real do reticulado.
Isto é, Z(w;) = 0, enquanto que Z(0) = A\. Ja vimos que Z([0,w;]) = [0, A]. Entao temos

R > { 120} = (Za0) - o))
=2%a(t) 1 E e Z(Z2-N(Z-1/3). (3.3)

De (3.3), temos que c é real positiva. Agora tomemos ((t) = it, 0 < t < |ws|, onde wy é
o gerador imaginario puro do reticulado. Isto é, Z(wy) = 1/A, enquanto que Z(wy/2) =1
e Z(0) = A. Sabemos também que Z([0,ws]) = [\, 1/A].

R 3 { G200} - (260 r0p

t=1/2

=" 7% (wy/2) - (=1)=c-1-(1=X)(1—1/)). (3.4)

Observe que Z’'(wy/2) depende somente de |ws|, e ndo de w; /ws. De fato, a Figura 3.5
mostra dois toros em que w;/ws é 0 mesmo, assim como a imagem Z ([0, ws]) = [, 1/A].
Porém, o intervalo [\, 1/A] & percorrido com velocidades diferentes.

iIR

} TN 'R

—l
IR ) 1) IR

(a) (b)

Figura 3.5: Intervalo [\, 1/)] percorrido com velocidades distintas.
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Ou seja, mantendo wy /w,, podemos escolher wy de modo que

Z'(w2/2) = /(1 = N)(1/A=1) >0
Agora, pelas equacoes (3.4) e (3.5) temos que
L=/ A=1)(=1) =c- (1 =A)(1=1/}),

o que implica ¢ = 1.
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Capitulo 4

A Superticie de Costa

Teorema (A Superficie de Costa). Seja R o toro quadrado cuja equagao algébrica é

P =p(l—p)(1+p).

Para algum p positivo, defina g = pp' e dh = pdp/@'. Entao existe um tnico valor
positivo de p tal que (g, dh) sdo os dados de Weierstrass em R = R\ p~'({—1,1,00}) de
um mergulho minimo completo de R em R3.

A proxima figura representa a imagem do mergulho minimo referido pelo teorema
acima.

Apoés um movimento rigido conveniente em R3 podemos posicionar a superficie Costa
de tal maneira a ter as seguintes simetrias:

o1 .= (1'171'2,1'3) — (—l’l,LCQ,l'g);

09 = (Ll'l,l'g,xg) — (LCl, —CCQ,.I':),);
03 1= ($17I2,$3) - (I271’1, —133) €
04 = (I1,$2,$3) - (—$27 —Z, —$3)-

Note que 09 = 03001003 e 04 = 01 0030 0;. Chamaremos de G o grupo de simetrias da

superficie Costa. Neste caso,
G == <O'1, O'3>.

Lembremos que a superficie Costa é invariante por rotacao de 180° ao redor do eixo-z3.
Esta rotacao serd dada por o1 o 0.
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Figura 4.1: (a) A superficie Costa; (b) a peca fundamental P da superficie Costa
triplamente periédica.
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Figura 5.1: Uma superficie de Costa triplamente periodica.
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Segundo o método de Karcher, iremos deduzir as condicbes necessarias para que S
seja uma superficies minima em R3. Em seguida, provaremos que estas condicoes sao
suficientes. Ou seja, a demonstragao formal do seguinte teorema comecara a partir do
momento em que tivermos uma equacdo algébrica de S, onde S é o compactificado de S
que se obtém tomando o quociente de S pelo grupo de translacoes em R3.

Teorema 5.1. Existe uma familia a 1-parametro de superficies minimas triplamente
periodicas, mergulhadas em R3, tal que, para qualquer membro desta familia, valem as
seguintes afirmacoes:

(a) O quociente por seu grupo de translagoes tem género 5.

(b) Tal superficie ¢ gerada por uma pe¢a fundamental P, que é uma superficie em R* com
bordo. O bordo consiste de quatro curvas planas de simetria reflexional vertical, e duas
curvas planas de simetria reflexional horizontal. A peca fundamental tem um grupo de
simetria isomorfo a G, onde G é o grupo de simetria da superficie de Costa.

(c) Por sucessivas reflexdes no bordo de P, obtemos a superficie triplamente periddica.

Por um lado, o Teorema 6.13 Capitulo 2 garante que toda superficie de Riemann pode
ser descrita por uma equacao algébrica. Por outro, o Teorema 6.14 do Capitulo 2 garante
que toda equagao algébrica descreve uma superficie de Riemann. Para aplicar estes resul-
tados, precisamos de duas funcdes meromorfas em S, que serdo z e g. Até a deducdo da
equacao algébrica que relaciona estas funcoes, os argumentos serao heuristicos, pois nao
temos nenhuma descricao formal de S.

Primeiramente, vamos deduzir o género de S. Considere a Figura 5.2(a), que por
reflexdo na curva plana horizontal superior, parte de seu bordo, gera a superficie S.
Aquela é homeomorfa a Figura 5.2(b). Vé-se facilmente que duas copias desta formam uma
superficie compacta de género 5. Mais tarde, quando tivermos a uma equagao algébrica de
S, iremos provar isso através da Férmula de Riemann-Hurwitz (Teorema 6.7 do Capitulo
2).

Estamos supondo que S é invariante por rotacdo de 180° ao redor do eixo vertical.
Considere a Figura 5.4(b) e os pontos do toro 1" representados nele.

Estes pontos correspondem a pontos especiais de S, representados na Figura 5.4(a) (sdo
dados os mesmos nomes). Os pontos marcados por ey, es, eif, €2f, €1, €21, U1 € Vg Iepre-
sentam o0s oito pontos fixos. Seja p a funcao quociente de S por esta rotacao. Pela
Foérmula de Euler-Poincaré, Equagao (2.2) do Capitulo 2, temos
- S 8

X(p(S))—¥+§—1—5+4—O. (5.1)
Ou seja, p(S) é um toro T. Observe que as reflexdes pelas curvas horizontais de S, indica-
das na Figura 5.4(a), sdo induzidas por p em 7', de modo que T é também invariante por
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(b)

Figura 5.3: (a) S; (b) seu equivalente homeomorfo.

reflexao nas curvas-imagem. Esta reflexao correspondera a uma involugao anti-holomorfa,
cujo conjunto de pontos fixos tem duas componentes, a saber, as curvas-imagems. Pelo
que estudamos no Capitulo 3, isso caracteriza T' como toro retangular, e nele esta definida
a funcao 7 : T — C. Deste modo, introduzimos z := Z o p. A estrutura complexa de Ce
induzida por z em S, que finalmente a torna uma superficie de Riemann.

5.2 A funcao z em S e a aplicagcao de Gaufs em termos
de z

Iniciaremos nesta se¢ao o estudo das condi¢oes necessarias para a existéncia de uma super-
ficie minima como na Figura 5.1. Ela nos levara a uma equacao algébrica para a superficie

de Riemman S, junto com seus dados de Weierstrafs. A partir deste ponto, nosso problema,
serd concreto. Provaremos que a equagao algébrica realmente corresponde a S em termos
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Figura 5.4: (a) Metade de S; (b) o toro T' = p(S).

de seu género e simetrias. Mais tarde, provaremos que os dados de Weierstrafs realmente
levam a um mergulho minimo de S em R?® com as propriedades consideradas: curvas de
simetria, periodicidade, etc.

Seja S a superficie representada na Figura 5.1 e suponha que ela é uma imersao mi-
nima de S em R?. Neste caso, faremos o uso da secio anterior e consideraremos as funcoes
p:S—T,Z:T—-Cez=Zop. Ambas Z e ptém grau 2, entdo z é uma funcio em S
de grau 4 (veja a Figura 5.5(a)).

Suporemos que S é uma imersao minima de S em R3. Neste caso, a aplicacio de Gauf
em S levard a uma funcio meromorfa g em S, como a Figura 5.5(b) sugere. Definiremos
sua multiplicidade como a ordem de ramificacado mais um. Entao, a correspondéncia
esperada entre os valores de z e g (incluindo suas multiplicidades) sao as indicadas nas
Figuras 5.5(a) e 5.5(b). Note que a Figura 5.5 mostra o caso particular em que g toma
os valores ¢ com multiplicidade 3 nos pontos z = 0 e também +1 nos pontos z = oc.
Para este caso especial esperamos que a superficie tenha uma sela de simetria quadrupla
nestes pontos e consequentemente a curvatura de Gaull K = 0. Mostraremos este fato.
Notemos que:

(1/g+9)=0<=1+¢>=0<= g=+i

(1/g49g)=c0<=g=0 ou g=o0.
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(a) )

Figura 5.5: (a) Valores de z em pontos especiais; (b) os correspondentes valores de g
nestes pontos; (c) os correspondentes valores de Z em 7.

No Teorema da Representacao de Weierstralt uma condi¢ao necessaria é que os zeros
de dh coincidam com os polos e zeros de g, ou seja, dh s6 tem zeros quando g € {0, 00},
pois ord(dh) = |ord(g)| > 0. Agora tome uma carta local z = y + ¢ numa vizinhanca de
0. Expandindo g em uma série de Laurent temos a seguinte expressao:

9g(Q) =i+ a4+ asl* + -+ a "+ az £0.

Agora derivando g em relagao a ¢ temos

d

1 —8as + s+ e | =0,

dC (=0 ¢=0
e podemos calcular a curvatura Gaussiana K para y = 0 quando g = ¢ com multiplicidade
3

—16 dg/g|?
K| =— . ‘ L
c—o (gl +1gl) dh | |e—g

No caso geral, necessitamos introduzir um novo parametro. Considere y € (—1, \) tal
que z =y implica g(z) = ¢ com multiplicidade 1. Para y = 0 a multiplicidade é 3 (veja
a Figura 5.5). Baseado no que a Figura 5.6 sugere, obtemos a seguinte relacao entre g e
2

N 1 2_ cz(z —y)*(z — 1/X)
Te) T @G0 -1/a)
onde ¢ é uma constante real positiva. Note que as funcoes g e z em ambos os lados de
(5.2) tém os mesmos poélos e zeros, incluindo suas multiplicidades, enquanto que ¢, z, y e

(5.2)
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X(2)

1(2)

j1/x @
A2

®(2)
(1/g+9)

232-11) 1 [E-1)(@2-X)(z-1/X)]

Figura 5.6: (a) Relagdo entre os valores de g e z.

A sao parametros livres.

Observe que na dedugao de (5.2) nao consideramos as simetrias relativas as retas
contidas em S. De fato, olhando a Figura 5.4(a) de um ponto pertencente ao eixo w3
observamos que as curvas de simetria vertical de S projetam-se num quadrado. Porém,
poderiamos ter considerado S de modo que esta parte seria um retangulo, e conseqiiente-
mente perderiamos as simetrias em relacio as retas de S. Note também que as involucoes

em S sempre induzem involugoes em 1" pela aplicagao p, mas a reciproca nao é verdadeira.
Agora temos um problema concreto: Devemos mostrar que (5.2) realmente representa

a superficie S em termos de seu género e simetrias. Isto serd valido se as variaveis ¢, x, y
e A satisfizerem certas condigOes que serao dadas a seguir. Durante a demostracao deste
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fato deduzimos que ¢ = 4. As simetrias rotacionais de 180° correspondem a aplicacao
7Z — 1/Z. Devido a isto, temos que z = 1/y implica ¢ = £1. Isto é consistente com
a esperada posi¢ao do vetor normal unitario em z = oo (veja a figura 5.5(a)), que deve
corresponder a g = £1.

X, —i Tt/4 I IR i TU/4
e IR e IR

Figura 5.7: Valores complexos de ¢ nas retas de simetrias de S.

Agora mostraremos que a funcdo g em S definida por (5.2) representa a aplicacio de
Gaufs nas retas de simetria da superficie S vide Figura 5.7. Antes de tudo, para a simetria
rotacional de 180° de S, que corresponde a |z| = 1 em S, queremos que g2 seja imaginario
puro. Defina X :=x + 2!, Entédo (5.2) leva a:

c(z —y)222(1 =1/ 2)
22(z=1/2)(z—=1/z —x+1/2)
c(z—y)PA—-1/X-2)

R o y Ty e s Rk

o cz—y?Q =Xtz -2z—2YHz-X+271)
(z—2zYz—-X+21) '

No lado direito de (5.3) o denominador é imaginario puro. Pois

G +2+1/g =

9 +g (5.3)

|z| =1 implica z—1/z=2isint imag. puro

2421 — X =2cost— X real
Para g° + g2 (e conseqiientemente g?) ser também imaginario puro

g* =is implica 1/¢*+g¢*> =i(s—1/s)
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1/¢* + ¢* =ia implica ¢* —iag®+1=0

, datyv—a?-4
g° = imag. puro
2

devemos ter
Se(z —y)* 1A D =320z -2 Y- X+ 2 H} (5.4)
Para z = ¢, t € R, (5.4) nos leva a:
c(2cost —2y — AP+ A7y?) = 4(2cost — X).

Isto é possivel se, e somente se ¢ = 4, pois esta ¢ uma funcao em te derivando temos

—2csint = —8sint, para todot
‘ 11 (2
X = M, onde X :=z+z " (5.5)

Recordemos que as variaveis z, y e A devem satisfazer as seguintes desigualdades (veja

a figura 5.5(a)):
—l<y<Ai<z<l e 0<A (5.6)
Podemos sempre escolher y e A com —1 <y < A <z < 1e 0 < X\ obtendo-se o
valor  por (5.5). No entanto, a condi¢do x < 1 nem sempre sera satisfeita, a menos que
y > 2\ — 1. De fato, escolha A € (0,1), y € (=1, ), e tome X como em (5.5). Agora

devemos fazer a seguinte pergunta: a desigualdade A < z < 1 é valida? Esta sera valida
se, e somente se,

1+ (2 A —vy)

2<X<1I/A4+ N = 2< 3 y<1/)\+)\

= A<1IHFRA-y) <1+ XN = 2A-1<(2X—y)y <\
Agora, 0 < A < 1 equivale a —1 < 2\ — 1 < 1. Da inequacao 2\ — 1 < 2\y — 3% < \?
podemos obter duas desigualdades:

v =22y + A2 >0 ()

y? =22y +22—1<0 (II).

As raizes de (I) sdo

2\ + VA2 —4NT
; -

A,
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donde (I) sempre se verifica. Por outro lado, as raizes de (II) sao

2\ £ /42 — 42X — 1) :2Ai2mzki(1_ﬂe{1 20— 1}
2 2 | |

Com isso, (IT) se verifica se e somente se 2\ —1 <y < 1. Ou seja, A é qualquer valor no
intervalo aberto (0, 1), mas y ndo é qualquer valor no intervalo aberto (—1, ). Devemos
restringir y € (2A — 1,\) C (—1,1). Note que 2A — 1 < X pois A < 1. Assim, obtemos a
equivaléncia
ye2A—1,1) <= =xze(\1). (5.7)

Neste ponto mostramos que, sob as condigoes de (5.5) e y > 2\ — 1, a fase da funcao
g em (5.2) é constante e igual a £7/4 ou £37/4 nas retas de simetria da superficie de
Riemman S que nos queremos que sejam as linhas retas na superficie minima S. Agora
iremos provar que a rotacao de 180° sobre as linhas retas leva a mudanca esperada do
vetor normal unitario. Pelas Figuras 5.5(a) e 5.5(b), estas rota¢oes sugerem que, por
exemplo, g = 1 é mapeada para g = *i. Iremos agora verificar este fato.

Uma consequéncia importante de (5.5) é que ela implica:

dz(z =)z = A =4 - D)z —2)(z —27") =4(1 —y2)*(1 — A 12). (5.8)
Com (5.3), (5.8) e a igualdade algébrica
(g+g ) —4=(g—97"),

1\>  4(1—y2)%(1 = A712)
<g_§) (2D - X241 (5.9)

obtemos:

As simetrias rotacionais de 180° sobre as linhas retas da superficie S sdo representadas
por meio da aplicagdo z — 1/Z em S (note que os pontos |z| = 1 permanecem fixos). Se
calcularmos ¢(1/Zz) por (5.9), obteremos:

1\2 1\?2
-1,
g 1/z 9 z

1 )2: 41— y1/2(0 - A1) A(1/EG - 9)(1/E(E =AY
/7)) ~ 1

(g“/ 2 2 - D)/ -X1jz+1)  ([/2(1-2)(1/2(1- X2+ 2)

Ry S I A A
2Dl +Xz-2) (g+g)'

Agora,

(f—%)Qz—(sﬁ—%f<:>f2—|—%:—(82+8—12)<:)f:j:isouf:j:i/s.
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Entao
(I) g — +ig ou (II) g — +i/g.

Observe a Figura 5.7 e o ponto nela indicado em que g = e~*i. Temos

(I) £i - e~im/4 = Feim/4;
(II) +i/e~in/4 = Leim/4,

Conseqiientemente, (II) ndo respresenta nenhuma das duas possiveis imagens de g =
e~'T por rotacio de 180° ao redor dos segmentos de reta. Assim vale somente (I).

Isto quer dizer: As rotacoes de 180° de S levam as seguintes aplicacoes pela funcao g:
ou g — ig ou g — —ig. O conjunto de pontos fixos daquela é dado por {(z,¢);|z| =1
e g = €'i|g|}. Para a outra, o conjunto de pontos fixos é {(z,9);|z| = 1 e g = e7%%|g|}.
Ambas aplica¢oes correspondem a uma inversao da superficie orientada.

Agora provaremos que a superficie de Riemann compacta (5.9) tém género 5. Por
(5.2) e (5.9) temos que todos os valores z € {—1,1, 2,271, A\, A7 0,00} representam 2
pontos de ramificagao diferentes de ordem 1 (multiplicidade 2) na superficie de Riemann
compacta. A funcao g é um recobrimento de quatro folhas e devido a isso, pela formula
de Riemann-Hurwitz o género de S é:

8-2-(2—1)

—44+1=5.
2 +

Devemos mostrar o seguinte:
Proposigao 6.1. Dado A e y no intervalo (—1,1) tal que y > 2\ — 1, se x e ¢ sdo deter-
minados por (4) entao z < 1.
Prova. Isto é uma consequéncia da equivaléncia das seguintes assercgoes:
(a) y > 22— 1;
(b) (1=X)%> (A=y)*%
(€) 2A <14 (2A—y)y;
(d) X > 2.

(a)=(b)
Y>22-11-2)?>A—9y)P2 e 1-22+ >N -2 y+y* <y -2 y+22—-1<0

Para esta tultima desigualdade temos

2AE VAN —8A+4 22 £2(1— )\
2 - 2

— A (1-))
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onde
A=1 ou 22 -1<1&22 -1<y<Ll

(b)=(c)
A< 1420y — 1P Sy =20 y+22 -1<0& (1-2)? > A—y)P <22 <1+ (22X —y)y.

(¢)=(d)

14+ (22X —y)y
A

Até aqui provamos que a correspondéncia entre z e g, dado por (5.2) ou (5.9), é consistente

para as linhas retas. Agora focaremos a atencao nas linhas de simetria que restaram.

Chamaremos de 7? o lado esquerdo de (5.2). Entdo, para todo valor complexo r e algum

ramo da raiz quadrada temos:

X = >2e 1+ 2N —y > 2\

rEr2—4

g +g=r implica g= 5

Portanto, por (5.2) e baseado na Figura 5.1 podemos verificar brevemente os valores
de g nas curvas de simetrias planares como segue:

A<z<ux rere(2,00)| geR
0<z<A rere(0,2) ||g=1

1 —-1<2z<0 r €iR g €iR

2| —oo<z<—1| re(200) geR

3| AMl<z2< r e (0,2) lgl =1

=T =T ' ~

4| x <z<é1 r €iR g €iR (5.10)
| I<z<zx relR geR

6 r<z<l reiR g €iR

7

8

Acabamos de provar que os valores de g em todas as curvas de simetria da superficie de

Riemann S sao consistentes com o vetor normal unitario esperado na superficie minima
S em R3.

5.3 A diferencial altura dh em termos de z

Agora necessitaremos de uma expressao para a forma diferencial dh. A superficie nao tem
fins e devido a isso dh é holomorfa. Seus zeros sdo exatamente os mesmos de g + 1/g,
a saber g = 0 e g = oo, todos com multiplicidade 1. Por exemplo, tomando uma carta
z = 1/¢?, ¢ variando em uma vizinhanca de 0, e calcularmos a série de Laurent da equagio
(5.2). Observe que a carta z = 1/¢? & a propria série de Laurent. Assim temos que:

YECW/C -y (/e -1/N 1 (1=l -¢/N
(1/¢2 =D/ —x)(1/¢? = 1/x) G =)= Ca)(l—¢?/x)
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Para obtermos dh, se considerarmos a forma diferencial dz, vejamos que seré suficiente
dividi-la por uma fung¢ao na superficie cujo os zeros sao simples em z € {0, \, \"'} e com
um tnico polo (de multiplicidade 3) em z = 0o. Ou seja, considere as 1-formas meromorfas
dz e dh definidas em um ponto p € S e tome uma carta local (. Localmente temos as
seguintes expancgoes em séries de Laurent para dz e dh.

dz = (a—"+---+2+ao+alg+--->d§.
¢r ¢
b_m b_q

e dh:(g—m+---+7+bo+b1C+---)d§.

Assim temos uma fungao meromorfa f = dh/dz. Note que z = 0c0® — dz = 00" e
z=r(2) — dz=0(1). Para mostrarmos que isto é valido, seja z = 0 de multiplicidade
2 em S e tome uma carta local z = (% em uma vizinhanca de 0. Com isso temos que
dz = 2 - (d(. Logo para ¢ = 0 temos que dz = 0. Para z = oo de multiplicidade 2, tome
uma carta local z = 1/¢?, assim temos que dz = —2 - 1/¢3d(. Conseqiientemente para
¢ = 0 temos que dz = oo®. Observe que as cartas coincidem com as séries de Laurent
numa vizinhanca de ¢ = 0. Agora para a 1-forma dh basta analisarmos os polos e zeros
de g em S. Veja a figura abaixo.

Pelo Teorema 6.11 temos que:

deg(dz) = —x=2-5—2=8=14—6.
deg(dh) = —x=2-5—-2=8=8—0.

Pela Figura 5.8 podemos questionar se existe uma f tal que f2 = F. A resposta a
esta pergunta é sim. Pois f = dh/dz s6 nao existe se nao existir dh e isso implicaria a
nio-existéncia de S. Esta funcio resulta da inducdo pela p de outra funcio, que chama-
remos de V', no toro 7.

k k+1

Uma vez que 0, \, \~! e 0o sdo somente os valores de ramo de Z, todos eles de ordem
um, entdo o toro T pode ser algebricamente descrito pela equacao V? = Z(Z — \)(Z —
A1), e V o p tém exatamente os zeros e polos em S com as respectivas multiplicidades.
Definimos v := V o p. Isto quer dizer que v é uma raiz quadrada bem definida da funcao
2(z = A1 = A712) em S. Vale ressaltarmos que nem todo polinémio em S teria uma
raiz quadrada ainda definida em S, mas em geral numa outra superficie de género maior,
recobrimento ramificado de S. Em particular isto ndo acontece aqui. Um outro exemplo é
o toro do Capitulo 3. Nele temos nio s6 o polinomio Z(Z —A~1)(1 —A"'Z), mas também
suas raizes quadradas =2’. Voltando & S, uma expressio de v é obtida de (5.2) e (5.9):

TR UC VEES

g g 22 —1)2(22 — Xz +1)? '

donde

ety = SRl (o) (0-3)-
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Entao, podemos definir

Velz A1 - A 1z) =0 @2_D@2_Xz+”<g+l)(g—1)

4z —y)(yz — 1) g g

Finalmente, necessitamos encontrar uma constante proporcional para determinar dh
por meio de dz/v. Nas linhas retas da superficie, onde |z| =1, a coordenada z3 = R [ dh
seré constante. Entao R{dh} é zero ai. Devido a isso escolhemos a constante proporcional
igual a 1, a saber

dz dz A2z tdz
dh =2 — _ .
v V2= A1 =M1 A+ AT -z —

(5.11)

Neste ponto chegamos aos dados de Weierstrak concretos (g, dh) em S, definidos por
(5.9) e (5.11), com z, y e A satisfazendo (5.5) para y no intervalo (2A — 1,\). Agora
nossa tarefa sera a demonstraciao do seguinte: Seja S a imersdo minima de S por estes
dados de Weierstrafs. Entao S representa a superficie da Figura 5.2. Em outras palavras,
necessitamos mostrar que S realmente tem todas as linhas e retas de simetrias de nossa
hipotese inicial e S nao tem outros periodos exceto aqueles indicados na Figura 5.2. A
segunda tarefa serd discutida no préoximo capitulo. Agora analisaremos as simetrias de .S.

Iremos uzar os Teoremas 7.17 e 7.18 do Capitulo de Preliminares. Por (5.10) e (5.11)
vemos que todas as curvas z listadas em (5.10) sao geodésicas pois ¢g(z) esta contida ou
num meridiano ou no equador de S? e dh(%) estd contida num meridiano principal de
S2. Além disso, estas geodésicas sao planares pois dgg(—(j)) -dh(Z) € R. As linhas retas da
superficie, onde |z| = 1, vém por (5.5) junto com y € (2A — 1, A). De fato, tinhamos ja

provado que (5.5) leva a g/|g| = ¢*7 na linhas retas. Isto quer dizer, |z| = 1 implica
% -dh(2) € iR. Portanto, S tem todas as simetrias consideradas.
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f=dh/dz F=1/[z(z )(z—=1X )]

Figura 5.8: Valores de dz e dh em S.
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Capitulo 6

O Problema dos Periodos

6.1 Solucao

O quociente da superficie minima triplamente periédica pelo seu grupo de translacao leva
a uma superficie compacta S. A metade esquerda de S est4 representada na Figura 6.1(a).
O dominio fundamental do grupo de simetria da superficie minima é a regiao hachurada
representada na Figura 6.1(a).

Bl 2)

02) A2)

(a) (b)

Figura 6.1: (a) A metade esquerda de S; (b) sua imagem pela p.

De acordo com a Proposicao 3.3 e Secao 2.8 do Capitulo de Preliminares, basta anali-
sarmos o vetor perfodo dado por R §(¢1, ¢2, ¢3) nas curvas de homologia de S. Observe-
mos em particular que os geradores da homologia em S sdo 10 curvas fechadas. Iremos
analisar curvas em que o periodo se anula automaticamente, apenas devido a argumentos
geométricos. Sobrarao 4 curvas para as quais estes argumentos sao insuficientes. Mas
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estas quatro curvas sao imagem uma da outra por reflexdes da superfice, de modo que
basta analisar somente uma delas (vide Figura 6.1).

Por exemplo, a curva (1) da Tabela 5.10 é concatenagao de v com sua reflexdo em
x3 = 0 (trocando orientacdo). Considere agora as curvas (1) a (8) da Tabela 5.10 como
curvas fechadas. A curva (1) cruza as geodésicas planares (2) e (8), que estdo em planos
ortogonais. Portanto, o periodo em (1) é zero. Mostraremos este fato por argumentos
puramente geométricos: Considere o plano zo = 0, que contém a curva (2), e o plano
x3 = 0, que contém a curva (8). Note que em ambos os casos vale o Principio de Reflexao
de Schwarz em S. Agora pela imersdo X (g, dh) em relacdo a curva (1) pode acontecer que
o vetor periodo seja diferente de zero e assim teriamos uma curva-imagem nao fechada
e periddica. Nesta curva-imagem o Principio de Reflexao de Schawarz continua valido e
temos portanto que jg (01, 2, P3) é perpendicular ao plano zo. Com o mesmo raciocinio
concluimos que o vetor periodo é perpendicular ao plano x3. Assim, é nulo na curva de
homologia (1). Veja Figura abaixo.

X(g,dh) X(g,dh)
e T
X 3= 0

Figura 6.2: (a) O vetor periodo na curva de homologia (1) em relacao as curvas (2) e (8).

A curva (3) cruza as geodésicas planares (2) e (4). Entao, o periodo em (3) é zero. A
mesma conclusao é valida para (4), que cruza (3) e (5). As linhas retas em S levam (1),
(3) e (4) respectivamente a (2), (8) e (7). Entao, os periodos nestas trés ultimas curvas é
zero também.

No entanto, (5) cruza ortogonalmente (4) e (6), que estdo em planos paralelos a ;1 = 0.
Entao, (5) tem um periodo exatamente na dire¢ao z;. Devido as linhas retas em S, que
intercambiam (5) e (6), o periodo em (6) é exatamente na dire¢do x5. Agora considere a
Figura 5.3(b) e o segmento de reta que contém A e B representados nela. Sua imagem
inversa por p é uma curva fechada em S que cruza (3) e (8) ortogonalmente. Uma vez
que (3) e (8) sao paralelas a x5 = 0, o periodo na curva serd exatamente na dire¢ao xs.
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Um célculo simples pode mostrar que os periodos mencionados neste paragrafo nao sao
zeros. Mas, se mostrarmos que eles sao somente os periodos de S, entao o teorema do
semi-espag¢o automaticamente garante que nenhum deles é zero (vejal5|, p. 29). Para
mostrarmos isso, primeiramente notemos que os dados de Weirestrak (g, dh) levam S a
uma imersdo minima em R? onde S é uma superficie de Riemann compacta. Com isso
podemos concluir que a imerssao minima é propria, isto é, a pré-imagem de todo conjunto
compacto é compacto.

Isto simplesmente porque a imersao ¢ uma funcao continua, cuja imagem inversa de
fechados é fechada. Todo fechado de S é compacto, pois S é compacto. Assim temos que
S satisfaz todas as hipoteses do teorema do semi-espago. Agora suponha que um dos trés
periodos de S fosse nulo. Entao S estaria contida entre dois planos paralelos, ou seja,
pelo teorema do semi-espaco seria um plano. Mas isso ¢ um absurdo, pois a fun¢ao g nao
é constante. Logo existem somente os trés periodos os quais geram a superficie S em R3.

Devido as linhas retas em S, ainda resta justamente uma curva em S cujo periodo
devemos analisar. Esta curva chamaremos de 7 e ela esta representada na Figura 6(a).
A curva 7y pode ser explicitamente dada por zov(s) = s, —1 < s < A. Pela Figura 6(a),
vemos que 7 cruza ortogonalmente as geodésicas (1) e (7), que estao em planos paralelos a
29 = 0. De fato, basta considerarmos a rotacao de 180° em S que corresponde & involucio
z +— 1/Z no toro. Portanto, nossa tarefa reduz-se a solu¢ao da seguinte igualdade:

9%/;@ _ m/é(ﬁgl)dh — 0 (6.1)

Para interpretar (6.1) geometricamente, considere as curvas em negrito da Figura
6.1(a). A figura supde que elas estejam no mesmo plano, e esta condi¢do é representada
por (6.1). O integrando ¢, tem dois parametros livres, a saber A e y. Se fixarmos o
parametro A, podemos variar o parametro y e tentar fazer (6.1) valer. Em outras palavras,
obtemos as duas curvas em negrito no mesmo plano. Senao, elas permanecem em planos
paralelos distintos.

Agora observe a Figura 6.1(b). Definimos I' := po~. Entdo, ZoI'(s) = z07(s) = s.
Necessitamos calcular o integrando de (6.1) em ~v(s). Para facilitar, particionaremos
ambas as curvas v e [' em dois trechos, um para —1 < s < 0 e a outro para 0 < s < A. Os
ramos de raiz quadrada precisam ser escolhidos de acordo com as Figuras 6.1(a) e 6.1(b).
Neste ponto recordemos que a equacao algébrica do toro 1" é descrita por

7% =72(Z - \)(Z - \1). (6.2)

Defina v1(s) = v(s), 'y = I'(s) para —1 < s < 0 e 7(s) = v(s), ['2(s) = I'(s) para
0 < s < A. No intervalo —1 < s < 0 tomamos s(t) = —t, 0 < t < 1. Entao, em 7; e ['
= <0, 0<t<l, (6.3)

temos: . )
(5 —l—g) sy A=)+ a)(t+a7)
Z7%(Ti(s(t)) = (=t +t71) = (A + A7) <0,

—4t(t+y)2(t+ A7
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Precisamos escolher a raiz quadrada com sinais compativeis com a escolha do caminho
de integragao representado nas Figuras 6.1(a) e 6.1(b). De agora em diante consideremos
positiva a raiz quadrada de reais positivos. Agora observe o seguinte:

d ! /
1= ZZ(s(0) = Z/(Ta(8) - T (1)

Isto quer dizer que Z'(I'y(t)) - T (¢) é real. Pela Figura 6.1(b) e a Equacao (6.3), nossa
escolha nos leva a concluir que [} (t) > 0, pois I';(t) = cte.real +if(t) onde f é real de-
crescente. Logo I} (t) = if’, donde iZ'(I'1(t)) > 0, a saber, Z'(t) = —i\/t(t + \)(t + A°1).
Ou seja, —1 = Z'(I'y(t)) - I'}(¢) é equivalente a (—1)(—1) = ¢Z'(I'y(¢)) - il (t) = 1 e

escolhemos a raiz quadrada real positiva tendo assim Z'(I';(t)) = —i-raiz pos.
Entao dh = Zz,d(tt) > 0,0 <t < 1, que estd de acordo com nossa escolha indicada

nas Figuras 6.1(a) e 6.1(b). E claro, isto quer dizer que a terceira coordenada de nossa
superficie minima (z3 = %fdh) é decrescente ao longo deste caminho, que vai de z = 0
até z = —1, ou equivalentemente, de Z = —1 até Z = 0 (veja Figura 6.1(a)). Mas ha duas
posicoes diferentes em que z = 0 (atras e na frente da peca). O que queremos é a parte da
frente, como representado na Figura 6.1(a). Nesta figura, vemos que em 7y, o vetor normal
unitario na superficie é levado a —ig < 0. Entao escolhemos nossa raiz quadrada para
g '+gem (6.3) de modo que tenhamos —i(g~*+g)ovy; > 0, ou equivalentemente, —ig < 0
implica 0 < |g| < 0 sendo que g = —i|g| entdo —i(g~' +g)oy1 = —i((—i|g|]) ™' —i|g|]) oy >
0. Ou seja,

B —(t+y)dt
W) = s e e (6:4)

Para 75 e 'y tomamos s(t) = ¢, 0 <t < A. Portanto:

1 ) At —y)P(A =)
(; + g) |72(s(t)) - (1 — tz)(x —_ t)(:l:*1 _ t) > 0.

Baseado em (6.2) e na Figura 6.1(b) temos que que I'y(t) > 0, pois T'y(t) = f) +
icte.real onde f é real crescente e 4(Z(t)) = 1 implica Z'(T'5(t)) > 0. Com um argumento
analogo ao de antes escolhemos g~! + ¢ < 0. Entao

_ (t —y)dt
Y (e [ [ ) o

Neste ponto estamos preparados para escrever abaixo (6.1) como uma igualdade entre
duas integrais reais. Mas primeiro recordemos (veja (5.5)):

(=2X+y)y=1—(z+z YN =>y=X—(z = \)(z~t = \).

O fato do problema de periodo ser resolvido para todo A no intervalo (0; 0.6+ ¢€), onde
€ > 0, e mais ainda, que a solucao é tiinica para todo A fixo neste intervalo, esta provado em
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|RamosBatistal|. Tal demonstagao é essencialmente técnica, e se pauta por manipulagao
de integrais e argumentos muito mais analiticos que geométricos. O valor tedrico de € nao
é conhecido ainda, mas calculos numéricos indicam que € = 0.05. Recordemos que (5.6)
¢ valido mediante y € (2\ — 1, ). Resumimos estes comentarios na seguinte proposigao
provada em |[RamosBatistal], p.3:

Proposi¢ao 6.1. Para um certo € < 0.4 positivo temos que todo X € (0;0.6 + ¢)
admite um inico y>\ S (2)\ -1 )\) tal que, se X, € o correspondente valor de x = x(\,y)

por (5.5), entao fo P2(71(t)) + fo ¢2(72(t)) = 0. Ou equivalentemente, por (6.4) e (6.5):

/ (t +yx)dt / t—yx)dt |
VI =82)(82+ Xot+1)(t+N) VI =82)(82 - Xot+1)(A—1t)

Ainda em |RamosBatistal| prova-se que o problema de periodo nao tem solugao para
A > 0.8, portanto € < 0.2. Além disso, vale o seguinte resultado: Se €y é o maximo valor
de €, entao o problema de periodo nao tém solucao para todo A > 0.6 4+ 5. Em outras
palavras, a familia de superficies de Costa triplamente peridédicas é tinica no sentido que
nao ha outros subintervalos de (0, 1), exceto (0;0.6 4 €y), em que podemos encontrar tais
superficies. Vide [RamosBatistal| para detalhes.

45



Capitulo 7

Mergulho das Superficies de Costa
Triplamente Periodicas

Este capitulo é fortemente baseado nas idéias usadas em |Karcher|, pp. 60-62, onde o
autor expde uma demostracao para o mergulho da superficie de Costa em R3. Recordemos
que agora temos uma definicio explicita de S (dada por g e dh em S em (5.2)), e S esta
representada na Figura 5.1 com nao outros periodos, mas somente os sugeridos pela figura.
Nesta secdo, o nosso trabalho é verificar se S ¢ um mergulho em R3. Como ja definido
antes, S é o quociente de S por seu grupo de translacdes. A metade de S é novamente
reproduzida na Figura 7.1(a). A regido hachurada indicada neste desenho representa
o dominio fundamental da superficie, a saber (1,22, z3) = %f¢172’3 : A — R3 onde
A={z€C:|z|<1leS(z) >0}

Interpretacao geométrica da imersao.
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Por usarmos o fato de que g ¢ uma aplicacao aberta, que corresponde ao vetor normal
unitério na superficie, é facil verificar a consisténcia da Figura 7.2. Uma vez que g(.A)
estd contida na metade da esfera, existe uma direcao em que a projecao ortogonal do
dominio fundamental é uma imersao. No nosso caso temos infinitas direcoes, mas o
mais conveniente é T o. Portanto, (z1,73) : A — R? é uma imersdo. Isto é o primeiro
importante argumento para a demonstracao do mergulho.

E claro, a funcdo (71, 23) também pode ser vista com dominio A, e este fato usaremos
sempre que necessario. A projecao ortogonal de g(A) no plano xzs = 0 esta representada
na Figura 7.1(b). Queremos provar que a Figura 7.1(b) é consistente, a saber, que a
imagem da curva z(t) = t, A < t < x, pela imersdao minima estd bem representada pela
Figura 7.1(b).

Dominio Fundamental A.

[remos argumentar por que ela nao tem interseccoes com o eixo x3. Primeiramente,
vejamos que J = (w1, z3)(A) implica (z1,23)"1(0J) C 0A. De fato, tome P € 0J e
uma seqiiéncia P, — P com P, € J. Este altimo é um conjunto aberto, pois (z1,x3)
¢ imersao. Temos uma correspondente seqiiéncia ), € A com ponto de acumulacao em
Q € 0A, e por continuidade (z1,z3)(Q) = P.
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(a) (b)
Figura 7.2: (a) A metade esquerda de S; (b) a proje¢ao ortogonal do dominio fundamental em xo = 0.

Figura 7.2: (a) O semi-circulo A; (b) a imagem correspondente g(.A).

Agora, a curva (x1,z3)(\, x) é convexa pois g varia monotonamente nela, e além disso
a variagao angular é de /2, como pode-se verificar por (5.2), (5.9) e (5.10). Como A é
conexo e (x1,r3) é continua, temos uma unica componente conexa na imagem. Devido
a compacidade de A, se a curva tivesse tangéncia ou cruzamento com Ozs, entdo 0J
admitiria um ponto P & direita de Oxs, e com abscissa méxima. Assim, g(P) seria
horizontal, mas isso contradiz o fato de que g varia 7/2 monotonamente, de x a A, com g(x)
vertical e g(A) horizontal. Este é o segundo importante argumento para a demonstragao
do mergulho.

Por um simples calculo chegamos a conclusao de que as outras curvas do contorno de
(x1,23)(A) sao também monotonas e injetoras. Para isso, use o fato de que a tangente
é rotagao de 7/2 da normal nas curvas planas, e o comportamento da g é dado por
(5.2), (5.9) e (5.10). A curva-bordo da regido representada pela Figura 7.1(b) é entao
(1, 23)(0A), simples fechada. Note que o trecho (x,z3)(A, x) é grafico, pois a tangente
a ele s6 ¢ vertical no extremo A. Temos (z1,73) 1 (0J) C dA, logo (z1,z3)(.A) preenche
todo o interior de (xy,z3)(0A). Se tivéssemos algum ponto de J no exterior, entao
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haveria P € 0J tal que P & (z1,23)(0A), o que é absurdo. Portanto vale a igualdade
(x1,23)(0A) = 0J. Este é o terceiro argumento para a demonstra¢ao do mergulho.

Agora, o fato de que (x1,23) : A — J é uma imersao implica ser difeomorfismo local,
e notemos que é também sobrejetor. Como A é compacto e (x1,23) € monotona injetora
em 0A, com (z1,x3)(0A) = 0J, entdo a pré-imagem de qualquer P € J é um conjunto
finito de pontos em A. Segue-se que (z1,z3) : A — J & uma aplicagao de recobrimento.
Os Teoremas de Jordan e Schonflies garantem que (x1,23)(A) é simplesmente conexo,
donde (z1,73) : A — J & injetora. Finalmente, temos que (71,22, 73) : A — R? é um
grafico.

(l’l,l’z,l’g) . A — R3

Em particular, ela é um mergulho. E facil ver que o dominio fundamental esta no
interior de um prisma em R3. Junto com a rotacido de 180° sobre o segmento de linha
reta (x1,23)(0.A \ R), obtemos uma pega mergulhada da superficie que esta de novo no
interior de um prisma em R3 e cujo bordo, agora consistindo somente de curvas de simetria
reflexional, esta contida no bordo do prisma. Por sucessivas reflexdes no bordo obtemos
toda a superficie triplamente periédica sem alto-intersecoes. Em particular, X : S —
X (S)/G & imersio (univalente) sem alto-intersecoes, onde G é o grupo de translacoes da
multivalente X (S). Mas a imersdo é propria pois S é compacto, donde X : S — X(S5)/G
é recobrimento. Assim, m(S) < m(X(S)), e ambas tém género 5, devido a Riemann-
Hurwitz para S e argumentos topologicos para X (S). Entdo m(S) = 7 (X(S)), donde
ambas sao homeomorfas. Isto é, X é mergulho.
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X182 X(8)/g

Encerramos este trabalho comentando que a familia de superficies obtidas, continua em
A, possui dois membros-limite: a superfices de Callahan-Hoffman-Meeks de género 3 (vide
[CallahanHoffmanMeeks)), e a superficie duplamente perioédica de Scherk. Este resultado
ja se encontra suficientemente detalhado na Se¢ao 10 de [RamosBatista2]. Por isso, inclui-
lo na tese corresponderia a uma mera traducao ao Portugués, sem um detalhamento
tipico de tese de mestrado, cuja fungao é justamente tornar acessivel artigo(s) cientifico(s)
relevantes a area de pesquisa no qual se inserem.
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